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PRESTAMOS CON TASA COMPUESTA

Julian Benavides Franco!
jbenavid@icesi.edu.co
Jefe Departamento de Estudios Contables y Financieros
Universidad Icesi (Cali, Colombia)

Resumen

Este articulo revisa las caracteristicas de un préstamo con tasa de interés compuesta, tal
como es el préstamo hipotecario en unidades de valor real (UVRs) en Colombia. La tasa
compuesta implica que los montos de calculan en un ambiente (e.g. sin inflacién, o en
dolares) y luego se recalculan en otra base (e.g. con inflaciéon, o en pesos). Se derivan las
expresiones relativas al célculo de capital e interés, en ambos ambientes. También se
discuten y se derivan las condiciones que implican que el valor del préstamo aumente o
disminuya en la base en la cual se realizan los pagos. El documento finaliza con un
ejemplo y las instrucciones para crear macros en hoja de calculo que faciliten su
implementacion.
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Préstamos con tasa compuesta

Un préstamo con tasa compuesta es algo poco analizado en los textos tradicionales de
matematica financiera. Sin embargo el calculo de un préstamo en otra divisa expresado en
moneda local es un ejemplo muy comun de tal tipo de préstamo; otro ejemplo, muy relevante
para la realidad colombiana, es el préstamo hipotecario en UVR’s (Unidad de Valor Real). En este
caso, se acuerda para el pago del préstamo una tasa en UVR’s que se supone no incluye el
componente inflacionario. Los calculos, usualmente alicuotas, se calculan en UVR’s y luego se
convierten a pesos.

En esta nota se estudia tal tipo de préstamos y se desarrollan férmulas para calcular los aportes a
capital e intereses, y el saldo resultante como funcién del periodo de interés.

Alicuota

El tipo mds comun de préstamo es la alicuota. En esta modalidad los pagos que realiza el deudor
son del mismo monto durante la duracidn de la obligacidn. Inicialmente el aporte a capital es bajo,
puesto que gran parte del pago va a intereses; en la medida en que el monto de lo adeudado
disminuye el pago de intereses se reduce, lo que contribuye a reducir aun mas el saldo del
préstamo. En este tipo de préstamo, el saldo se reduce desde la primera cuota.

El monto de la alicuota se deduce facilmente:

. 1-——
Py =4 i?u:k)i:‘q[%]' luego A=P0[ — kl ] Ec.1
1+k)n

Mas elaborada es la deduccién de las partes que de ese pago se aplican a interés y a pago de
capital. Sean ACj y P; el aporte a capital de la alicuota en el periodo j y el saldo de la obligacién en

el periodo j, después de haberse descontado el aporte AC;, respectivamente, en la tabla 1 se
deducen las formulas que permiten calcularlas:

J AG Pi

0 Po = Po

1 |AkPy = A-kPo Po-ACi = Po(1+k)-A

2 | AkPi = (AkPq(l+k) | Pi-ACa = Po(1+k)%-A(1+(1+k))
3 |AkP, =

(A-kPo)(1+k)? | P,-ACs = Po(1+k)3-A(1+(1+k)+(1+k)?)

i A-kPi1

(A-kPo)(1+k)i_1 Pi.1-AG; Po(1+k)i-A((l+k)i-l)/k

Tabla 1. Férmulas recursivas para el aporte a capital y el saldo



La ecuacidn AC; = (A — kPy)(1 + k)!~* corresponde al familiar PAGOPRIN de Excel, mientras que
su complemento, que denominamos Al; = A — AC;, es PAGOINT. Mds adelante estas férmulas se
presentaran en forma simplificada.

Una vez deducidas las férmulas que aplican en el entorno inicial (e.g. en otra divisa o en el mundo
sin inflacion) debemos trasladarlas al segundo entorno (e.g. la divisa local o el mundo con
inflacidn). El proceso es sencillo en términos del pago total y el saldo de la obligacién, lo que debe
hacerse es expresarlas en la unidad monetaria del segundo entorno, usando el valor que la unidad
base (e.g. divisas o UVR’s) tiene en cada periodo en el segundo entorno, esto es la tasa de cambio
o el valor de la UVR. Sin embargo es importante primero hablar de tasas compuestas.

Tasas Compuestas

Una tasa compuesta es la que resulta de combinar dos tasas de interés. Sean ki y & dos tasas de
interés, la tasa equivalente, ke, que resulta de aplicar las dos tasas es igual a

ki y ko pueden ser tasas que se aplican en periodos diferentes o simultdneamente, como en este
caso.

En el caso de un préstamo en divisas expresado en la moneda local, k; es la tasa de interés en la
divisa y k; es la devaluacién de la moneda local; en el caso de UVRs, k; es la tasa de interés en el
mundo sin inflacidn y k; es la inflacidn.

Un ejemplo clarificara las cosas. Sea Py una obligacidn contraida en el primer entorno en unidades
monetarias M;, pero expresada en la unidad monetaria, M, del segundo entorno; Py entonces se
expresa en pesos y se convierte a divisas? o UVRs usando la equivalencia inicial (Eqo: M2/M3) entre
las unidades monetarias de ambos entornos (e.g. tasa de cambio en el momento cero, TCo, 0 el
valor de la UVR en el momento 0, UVRy). La tasa de interés en M; es ki. Adicionalmente se espera
que la relacidn entre las 2 unidades evolucione de acuerdo a cierto patrén g (e.g. la devaluacién o
la inflacién esperadas) o k. Asi:

Eq; = Eqy(1 + k3)' (M2/Ms) unidades de M, sobre M; (e.g. Pesos/Délar, Pesos/UVR).

En la unidad monetaria M, el préstamo P, (expresado en M) es equivalente a Py/Eq,. Al cabo de
i periodos lo adeudado, de no mediar pagos, es Py(1 + k;)!/Eq,, el cual esta expresado en M;. Al
trasladarlo a M, obtenemos [Po(l + kl)i/EqO]EqO(l +k,)!, lo que se simplifica a Py(1 +
k;){(1 + k,)E. Si se quiere hallar cual fue la tasa equivalente en unidades de M,, el valor anterior
se iguala a Py(1 + k,)!, despejando obtenemos la ecuacién 2. Asi, puede afirmarse que la tasa
efectiva para el segundo entorno es k., y que esta es la tasa que paga alguien ubicado en él.

2 Suponga que el préstamo se obtiene en divisas, pero el deudor hace sus pagos en pesos. En el caso de la
UVR, el préstamo se obtiene en pesos pero se convierte a UVR's.



Conversion al 2do entorno (M)

Como ya se dijo en el acapite anterior, es simple trasladar pagos y saldos de un entorno a otro,
solo debe aplicarse la equivalencia vigente en cada periodo.

) . P K ;
Para la alicuota se tiene: A4; = E—O [1—11] Eqo(1 + k)t
o Tark)™

Lo cual se simplificaa 4; = P, [k_11 (1 + k)t

1_(1+k1)"

Naturalmente lo que se observa de la ecuacion anterior es que el pago expresado en M; crece a
una tasa constante, lo que configura un flujo de caja conocido como gradiente geométrico.
Facilmente se puede modificar la ecuacidn anterior y obtener la mas familiar del gradiente. Se
substituye ki, usando la ecuacién 2, lo que resulta en

ke_kz
1-(H2)”

Con esto se observa que k; hace las veces de gradiente, mientras que ke es la tasa efectiva de

Ai = PO (1 + kz)i_l.

descuento.

Pago de Interés y Capital

Se trata aqui de como calcular que monto del pago corresponde a interés y cual a capital.
Iniciamos calculando el saldo de la obligacion en M; para el periodo i. De la tabla 1 obtenemos la
expresion del saldo de la obligacidn en el periodo i:

P, = (Py/Eqo)(1 + k)t — A ((1 + k)t - 1)/1\71

Puesto que A es funcién de P,/Eq, (Ec. 1) podemos eliminarla de la ecuacién, luego

P = (PO/EqO)[(l + k)t — ((1 + k)t - 1)/(1 -1/ + k1)n)]-

Sin embargo se debe adecuar al nuevo entorno, expresandola en M, con lo que la expresién es

P, =P, ((1 +ky) - —(1“"13"1) (1 + k).

Ta+k)™

(1+ko) -(1+ky)!
1-(2)”
paréntesis, para los periodos iniciales, puede ser mayor que 1 en ciertas condiciones, lo que
implica que el saldo de lo adeudado puede crecer. La razéon de este comportamiento es muy
simple, al pasar los pagos en My a M; se encuentra que son insuficientes para cubrir los pagos que

la tasa efectiva del préstamo requiere, formalmente:

P_ik, > A;

Esta expresidn es equivalente a (Ec. 2) a P; = P, <(1 + k)t — > El término entre




k. —k .
k, > P, % (1 + k,)i1

1- (112)

(1+k)™ =1+ kz)i‘1>
1-— (1+k2)"

1+ke

P, ((1 + ko) —

Para i=1 la desigualdad anterior es k, >

ke—k; -
Wl, por lo que para un n suficientemente grande,
1+ke

o un k; cercano a ke, 0 ambos, el saldo del préstamo se incrementara en el primer periodo.

Cuando se cumple esta condicidn el interés efectivamente pagado es A; y la diferencia entre este
valor se agrega al saldo del préstamo. Con estas condiciones podemos deducir férmulas que
calculen los aportes a capital e interés:

Ya se planted que el pago minimo en el periodo i es P;_; k., puesto que es posible que este monto
no se pague en las primeras cuotas, luego el pago de interés en M seria: Al;(M,) =
Minimo(P;_1k,., A;). En cuanto al aporte a capital este es la diferencia entre el interés minimo y el
pago A Luego AC;(M,) = A; — P;_1k,. Este ultimo valor como ya se dijo antes puede ser
negativo, lo que incrementa lo adeudado.

A continuacidn se presentan los principales resultados:
Alicuota

. (1+k)—(1+ky)
Saldo i: Pi = PO (W)
(1+ky)t

Aporte a Capital i: AC; = kP, (1+k)"—1
e

(1+k1)”—(1+k1)i—1)

Aporte a Interés i: Al; = kIPO( TR
-

Tasa compuesta

Saldoi: P; = P, ((1 + k)t — M)

~(52)
Cuotai: 4; = P, % (1+ky) 1t
1_(1+k§)

Aporte a Capital i: AC;(M,) = A; — Pi_1k,
Aporte a Interés: Al;(M,) = Minimo(P;_1k,, A;)

Estas ecuaciones son facilmente programables en Visual Basic y se pueden agregar a la bateria de
funciones financieras disponibles en Excel (ver anexo 1).



llustracion Practica

Para demostrar de que forma puede el monto de lo adeudado crecer en este tipo de préstamos,
se plantea un ejemplo extremo donde ki<<k;. Sea el monto del préstamo (Po) en M, igual a 100
millones, a un plazo de 15 periodos. Eqo=1000 M,/M;, la tasa en My, ki=1% vy la tasa en M, de
k,=10%. Al convertir el préstamo a M;, este asciende a 100,000.

La tasa efectiva ke es igual a 11.10% ((1 +k)A+ky)— 1). Al analizar si el saldo crece es

condicién suficiente que k, > %‘ ke es 11.10% y [%] es 7.93%, por lo cual se
1_(1+k,23) 1_(1+k‘23)

puede asegurar que el saldo crecera.

La tabla 2 presenta los valores relevantes:

Po $ 100,000,000 |M,
Edo $1,000 [M,/M,
Po/Edq $100,000 (M,

n 15

kq 1.00%

k, 10.00%

ke 11.10%

Tabla 2. Datos del préstamo con tasa compuesta

La tabla 3 presenta la evolucion de la amortizacion tipo alicuota en M;. Las columnas Interés y
Capital presentan el pago de interés y el abono a capital, en cada periodo. La columna Cuota es la
suma de las dos columnas previas. En la columna Saldo se puede observar que este empieza a
decrecer en forma inmediata. La grafica 1 presenta la cuota, desglosada entre interés y abono a
capital, la linea verde representa la evolucion del saldo, referenciada al eje derecho de la grafica.

La tabla 4 traslada los calculos previos al mundo M. La 1ra columna denominada Saldo presenta la
evolucion de la obligacién en Ms. La columna Eq; presenta la tasa de conversidn a M (X M»/M;). La
2da columna denominada Saldo presenta los valores de la obligacion en M,, se puede observar
que el saldo de la obligacién crece hasta el periodo 5. La razén se puede observar en la columna
Pago S, que presenta el valor en M, de la cuota tipo alicuota calculada en la tabla 3. Entre los
periodos 1 y 5 el interés minimo, calculado como el saldo del periodo previo multiplicado por la
tasa ke (columna Int. Minimo) es mayor a la cuota (Pago $). La columna Interés pagado, calculada
como el minimo entre Pago e Interés Minimo, presenta cuanto del pago realizado va para
intereses. En la columna Capital, calculada como la diferencia entre el interés pagado y el interés
minimo (Int Minimo) se aprecia como el capital se incrementa entre los periodos 1y 5, este valor
es exactamente igual a la diferencia entre el saldo en M, del periodo actual y el del anterior. La
grafica 2 presenta la evolucion del interés pagado en la columna, mientras que la linea de color lila



representa el interés minimo. La diferencia es un aumento de la deuda en M. La linea de color
rojo representa los pagos de capital, inicialmente positivos. La linea de color verde representa el
saldo de la deuda, referenciada al eje derecho de la grafica.

Interés M1 Capital M1 Cuota M1 Saldo M1

1
0 $ 100,000
1 -$1,000 -$6,212 -$7,212  $93,788
2 -$938 -$6,275 -$7,212  $87,513
3 -$875 -$6,337 -$7,212  $81,176
4 -5812 -$6,401 -$7,212  S74,775
5 -$748 -$6,465 -$7,212  $68,311
6 -5683 -$6,529 -$7,212  $61,781
7 -$618 -$6,595 -$7,212  $55,187
8 -5552 -$6,661 -$7,212  $48,526
9 -$485 -$6,727 -$7,212  $41,799
10 -$418 -$6,794 -$7,212  $35,005
11  -S5350 -$6,862 -57,212  $28,142
12 -5281 -$6,931 -$7,212 $21,211
13 -$5212 -$7,000 -$7,212  $14,211
14 -S5142 -$7,070 -$7,212 $7,141
15 -$71 -$7,141 -$7,212 S0

Tabla 3. Amortizacion tipo alicuota en M1

Tasa Compuesta, k1
$0,00 $120.000
6
-$1.000,00
- $100.000
-$2.000,00
- $80.000
-$3.000,00
-$4.000,00 - $60.000
-$5.000,00
- $40.000
-$6.000,00
- $20.000
-$7.000,00
-$8.000,00 $0
. nterés MW Capital Saldo

Grafica 1. Amortizacion tipo alicuota en M1



Saldo M1
$ 100,000
$93,788
$87,513
$81,176
$74,775
$68,311
$61,781
$55,187
$48,526
$41,799
$ 35,005
$28,142
$21,211
$14,211
$7,141
SO0

O©W O NGOV, WNERLRO —

B R R R
N h WN RO

Eq;

$1,000
$1,100
$1,210
$1,331
$1,464
$1,611
$1,772
$1,949
$2,144
$2,358
$2,594
$2,853
$3,138
$3,452
$3,797
$4,177

Saldo M2
$ 100,000,000
$103,166,384
$ 105,890,875
$ 108,045,087
$109,478,450
$110,014,950
$ 109,449,442
$107,543,446
$ 104,020,396
$98,560,250
$90,793,386
$80,293,696
$ 66,570,764
$49,061,034
$27,117,815
S0

Tabla 4. Amortizacion en M2

Pago $ M2

-$7,933,616

- $8,726,977

- $9,599,675
-$10,559,643
- $11,615,607
-$12,777,168
- $14,054,884
- $ 15,460,373
-$17,006,410
- $18,707,051
-$20,577,756
-$22,635,532
- $24,899,085
- $27,388,994
-$30,127,893

Int Minimo M2

- $11,100,000
-$11,451,469
-$11,753,887
- $11,993,005
-$12,152,108
-$12,211,660
-$12,148,888
-$11,937,323
-$11,546,264
- $10,940,188
- $10,078,066

- $8,912,600

- $7,389,355

- $ 5,445,775

- $3,010,078

Int. pagado M2

-$7,933,616
- $8,726,977
-$9,599,675
- $10,559,643
- $11,615,607
-$12,211,660
-$12,148,838
-$11,937,323
- $11,546,264
- $10,940,188
- $10,078,066
- $8,912,600
- $7,389,355
- $5,445,775
-$3,010,078

Capital M2

$3,166,384
$2,724,491
$2,154,212
$1,433,362
$536,501

- $ 565,508

- $1,905,996
- $3,523,050
- $5,460,146
- $7,766,863
- $10,499,690
-$13,722,932
-$17,509,730
-$21,943,219
-$27,117,815

5 5.000.000

50

-5 5.000.000

-5 10.000.000

-5 15.000.000

-% 20.000.000

-5 25.000.000

-5 30.000.000

Tasa Compuesta en M2, ke

I |nterés pagado

Int Minimo

Capital

S0
Saldo

5120.000.000

5 100.000.000

5 B0.000.000

% 60.000.000

% 40.000.000

- % 20000000

Grafica 2. Amortizacion en M2



Formulas de Excel

Alicuota

Las funciones que se describen a continuacion requieren la siguiente informacion: P el monto
inicial del préstamo en M;, k la tasa de interés, n el nimero total de periodos e i el periodo para el
gue se desea conocer el saldo.

Saldo i: Monto del saldo en el periodo i

a. Basica

Function SaldoiP(P, k, n, i)
SaldoiP=P* ((1+k)~i-((1+k)~i-1)/(1-1/(1+k)~n))
End Function

b. Alternativa

Function SaldoiP1(P, k, n, i)
SaldoiP1=P*(1+k)*i-Pmt(k,n,-P,0,0) * ((1+k)~i-1)/k
End Function

Tasa compuesta

Las funciones que se describen a continuacién requieren la siguiente informacién: P el monto
inicial del préstamo en My, ke la tasa de interés efectiva (compuesta), k2 la tasa de interés en M,,
n el nimero total de periodos, e i el periodo para el que se desea conocer la variable de interés.

Saldo i: Monto del saldo en el periodo i

Function SaldoiPL(P, ke, k2, n, i)
SaldoiPL=P * ((1 +ke) *i-((1 +ke)Mi-(1+k2)7i)/(1-((1+k2)/(1+ke))~n))
End Function

Cuota i: Monto de la cuota en el periodo i

Function PagoigradPL(P, ke, k2, n, i)
PagoigradPL=P * (1+k2) A (i-1) * (ke-k2)/(1-((1+k2)/ (1 + ke)) A n)
End Function

Aporte a Capital i: Monto del aporte a capital en el periodo i

Function PagocapigradPL(P, ke, k2, n, i)
PagocapigradPL = PagoigradPL(P, ke, k2, n, i) - SaldoiPL(P, ke, k2, n, i - 1) * ke
End Function

Aporte a Interés i: Monto del aporte a interés en el periodo i
Function PagointigradPL(P, ke, k2, n, i)

PagointigradPL = WorksheetFunction.Min(PagoigradPL(P, ke, k2, n, i), SaldoiPL(P, ke, k2, n, i - 1)
* ke)

End Function
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